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1. Telaah konsep
(a) Misalkan R = {(z,y) : a <z < b,c <y < d}
dan f adalah fungsi dua peubah pada R. Inte-
gral / f(z,y) dapat dinyatakan sebagai inte-
R
gral berulang

(b) Jika f(z,y) = wu(x)v(y) dengan fungsi
u terintegralkan pada [a,b] dan fungsi v
terintegralkan pada [c,d], maka integral

/ab/cdﬂx,y)dydx:

(c) Misalkan
S = {(l’,y) : gl(x) < ) < gZ(x)va <z< b}

Integral lipat dua / / f(z,y)dA dapat di-
S

tuliskan sebagai integral berulang

(d) Cakram satuan D = {(z,y) 2?2 + %}
dalam koordinat polar dapat dinyatakan seba-
gai .

(e) Bentuk dzdy dari integral dalam koordinat
Cartesius berubah menjadi ___ untuk
integral dalam koordinat polar.

(f) Misalkan 6(x,y) menyatakan kerapatan di (z, y)
dari suatu lamina S. Jika (7,7) menyatakan
titik pusat massa dari S, maka T =
dan y =

/ / / 1dV' menunjukkan _ dari

benda pejal S.

///mdyd:cdz ///h) z drdydz

dengang(y) = danh(y) =

(i) Bentuk dV = dzdydz akan menjadi
dVv=___ jika menggunakan koordi-
nat tabung dan menjadi dV =____ jika

menggunakan koordinat bola.

2. Misalkan R = {(z,y) : 0 <2 <3,1 <y <4}
Hitung / / f(z,y)dA dengan f adalah fungsi
R

berikut:
3, <3,1<y<3
a T,Y) =
(@) S(z.y) {2’ e nseey
2, r<31<y<2

(b) flz,y) =13, 0<2<22<y<4

ke dalam 6 persegi berukuran 2 x 2. Untuk fungsi-
fungsi berikut, taksir nilai / f(xz,y)dA dengan
R

6
menghitung jumlah Riemann Zf(:ik,yk)AAk de-
k=1
ngan (Zy,yr) merupakan titik pusat dari keenam
persegi.

(a) f(z,y) =22+3y—2 (b) f(x,y) =3—ay—y>

. Diketahui Ry = {(z,y) : 0 <2 <3,0 <y <2},

Ry={(2,9):0 <z <32<y <6}, dan
Ry ={(z,y): 0<z<3,0<y<6}.
Misalkan fungsi dua peubah g terintegralkan pada

daerah R; dan Ry dengan / / (z,y)dA = 4 dan

// g(x,y) dA = 2. Hitung // (3g(x,y) + 2) dA.
R2 R3

. Misalkan R = {(x,y) : 0 <2 <2,0 <y < 3. Hitung

/ (3 — y) dA dengan cara menggambar benda pe-
R

jal yang volumenya dinyatakan oleh integral ini, lalu
menghitung volume benda tersebut.

. Hitung masing-masing integral berulang berikut

3 2
a) / / (62% + y) dy da
o J1
2 prm/2
) / / y?sinz dr dy
o Jo
2 1
c) / / xe®™dx dy
1 Jo

1,1
d) / / yvxy + 2 dzdy
0 JO

. Misalkan R = {(z,y) : -1 <z < 1,0 <y < 2},

X
r 142ty

Hitung

. Tentukan volume benda pejal di antara permukaan

2z = 322 + 2y? dan bidang z = 3 dan terletak yang
terletak di atas persegi panjang
R={(z,y) [1<2<2,0<y<1}.

. Hitung integral berulang berikut

2 x+1
a) / / zy dy dx
1 Jo
2 2y
) / / (3302 + 2zy) dx dy
~1Jo
4 x 4
——dyd
© /1 /0 22
T rsiny
) / / e’ cosy dx dy
o Jo

10. Ubah urutan pengintegralan dari integral berulang

berikut

2 2x
)/0 ; f(x,y)dyda

o [ [ reasas
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) / ! / e (@) dy dz 17. Hitunglah luas daerah S dengan menggunakan inte-
’ gral lipat dalam koordinat polar. Sketsalah daerah
tersebut terlebih dahulu.
/ / (z,y)dx dy
(a) S adalah daerah di dalam lingkaran r = 4 cos 6

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Hitung integral berikut: dan di luar lingkaran 7 = 2.

(b) S adalah daerah pada kuadran pertama yang

V3ol 2z berada di dalam lingkaran r = 2 dan di luar
(a) ————— dydx
2 +y?+1) r = 2cosf.
4 2 : : .
sin(y®) dy dx (c) S adalah da'erah terkecil yang dibatasi oleh
grafik r = 4sin @ dan 6§ = 7 /6.

. 4 18. Hitunglah integral dalam koordinat Cartesius
Hitung / /S 1+ 2 dA dengan 5 adalah dacrah se- berikut dengan mengubahnya ke dalam integral
gitiga dengan titik sudut (0,0), (2,2), (0,2). dalam koordinat polar. Sketsalah daerah penginte-

gralannya terlebih dahulu.

Tentukan volume benda pejal di oktan pertama

. . 2 2 _ 1
yang dibatasi oleh permukaan 9z° + 4y* = 36 dan (a) / / dA dengan S adalah juring
9z + 4y — 62 = 0. 4+ 22 + 92

lingkaran pada kuadran I di antara garis y = =,

Hitung / / 6xy dA dengan S adalah daerah yang di- y=0,danr =2.
S
arsir berikut / / tan~!(z/y) dA dengan
R= {xy)!1<w +y?<4,0<y <}

Vi1-y?
// sin(z? + y?) dx dy

(d)/0 /y\/ﬁ \/Hiwdxdy

19. Dengan menggunakan koordinat polar, tentukan vo-
lume benda pejal di atas bidang-zy yang dibatasi
oleh permukaan 2z2 + 2y 4+ 22 = 18 dan tabung
2?4+ y? = 4.

20. Tentukan massa dan pusat massa dari lamina yang

Tentukan persamaan Cartesius dari fungsi-fungsi dibatasi oleh kurva-kurva berikut dan memiliki kepa-

berikut, kemudian sketsalah grafiknya datan berikut.

(a) r=2 (d) tanf =1/2 (a) z=0,z=4,y=0,y=3;d(z,y) =x+y+1

(b) 6 =2m/3 (e) m=4cosb (b) y=0,y =sin(zx),z =0,z =m; i(z,y) =y

(c) rcos® —3=0 (f) r=6cosf + 8sind (¢) m=3cosh); o(r,0) =r

o o (d) r=2(1+sinf); 6(r,0) =r

Deskripsikan daerah yang diarsir pada gambar-

gambar berikut dalam koordinat polar 21. Kepadatan penduduk pada daerah di dalam ra-
dius 5 kilometer dari pusat kota adalah f(z,y) =

Y Y 100

ribu orang per km?. Tentukan banyak

93 1+ 222 4 242
penduduk di daerah tersebut.

22. Misalkan rapat massa dari suatu lamina adalah
0(x,y). Jika integral di bawah menyatakan massa

\ lamina tersebut, tentukan § dan pusat massanya.
x 3 V9—z2
0o @ [ [ @ idyis
(a) -3Jo
3 r3
Y Y (b) / / ydydz
2t --- N 0 Jz
SN 23. Hitung masing-masing integral berulang berikut
0 ; 1\1 ; 0 " (a) /5 /4 /2 62y 23 dedydz.
(c) (d) o Joo i
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24 p24—x  p24—2x—y
(b)t/q J/ L/) YE2 e dyde.
4 Jo 0 x
24. Sketsakan benda pejal S lalu tuliskan integral beru-

lang untuk / / /S F(z,y,2) dV.

(a) S = {(z,y,2) : 0 <z < /4—942,0 <y <

2,0 <z < 3}.

(b) 8 ={(z,9,2) : 0 <z <y*0<y<z0<
z <1}

(c) S adalah tetrahedral dengan titik sudut

(0,0,0),(3,2,0),(0,3,0), dan (0,0,2).

(d) S adalah daerah di oktan pertama dibatasi oleh
permukaan z = 9 — 22 — y? dan bidang-bidang
koordinat.

(e) S adalah daerah terkecil yang dibatasi silinder
2?2 +y? -2y =0, bidang x —y = 0, z = 0 dan
z=3.

25. Gunakan integral lipat tiga untuk menentukan vo-
lume benda dibatasi silinder y = 22 + 2 dan bidang
y=4,z2=0,dan 3y — 4z = 0.

26. Gunakan integral lipat tiga untuk menentukan pusat
massa tetrahedral dibatasi bidang =z +y 4+ z = 1,
x =0,y =0, dan z = 0, jika rapat massa dari setiap
titik sebanding dengan jumlah koordinat dari setiap
titik.

27. Ubah urutan pengintegralan sesuai yang diminta.

1 /142 /14222
(®) / / / f(z,y,2) dvdzdy; dzdydz.
0 0 0

2 r9-z? r2-x
(b) / / / f(z,y, 2) dzdydzx; dzdzdy.
0o Jo 0

28. Perhatikan gambar benda berikut di oktan pertama
yang merupakan silinder persegi dengan sisi x =
0,z =1,z =0, dan z = 1 yang dipotong oleh bidang
20 +y + 2z = 6.

(a) Tentukan volume benda tersebut dalam dua
cara :
i. integral dalam dzdydz.
ii. integral dalam dydzdz.

J‘ x+y+2z=6

(b) Dengan mengasumsikan rapat massanya kon-
stan k, tentukan pusat massa benda tersebut.

29. Gunakan koordinat tabung untuk menghitung vo-
lume benda pejal dengan deskripsi yang diberikan:

(a) di bawah permukaan z = zy, di atas bidang-zy,
dan di dalam tabung z? 4 y? = 2x.

(b) dibatasi bola berjari-jari 5 dengan pusat titik
asal dan di bawah bidang z = 4

(c) d atas bidang z = y + 4, di bawah bidang-zy,
dan di dalam 2% + 3% = 4.

30. Gunakan koordinat tabung untuk menghitung vo-
lume benda pejal dengan deskripsi yang diberikan:
(a) berada diantara bola berjari-jari 3 dan 5.

(b) di dalam bola berjari-jari 4 dan di luar tabung
22 +9% =4

(c) didalam z2+y2+22 = 16, di luar z = /22 + y2,
dan di atas bidang-xy.

31. Hitung

3 V922 V9—22-22
/3/ . 2/0 (22 + o + 2% dydzdz.




